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ZADANIA NA OCENȨ CELUJA̧CA̧

ZADANIE 1. Udowodnij, że jeśli każda funkcja cia̧gÃla f : X → R jest ograniczona,
to X jest przestrzenia̧ zwarta̧.

ROZWIA̧ZANIE: ZaÃlóżmy, że X nie jest zwarta. Trzeba skonstruować funkcjȩ
cia̧gÃla̧ i nieograniczona̧. Niech (xn) bȩdzie cia̧giem w X bez podcia̧gu zbieżnego.
W szczególności żaden z punktów xn nie jest granica̧ podcia̧gu cia̧gu (xn), czyli
dla każdego n istnieje kula K(xn, εn) wolna od innych punktów tego cia̧gu. Teraz
pokażemy, że kule K(xn, εn

2 ) sa̧ parami rozÃla̧czne: gdyby dwie takie kule (o nume-
rach n 6= m) miaÃly punkt wspólny, to z warunku trójka̧ta odlegÃlość xn od xm

byÃlaby mniejsza od εn+εm

2 , a to jest mniejsze od wiȩkszego z promieni εn, εm i
wtedy kula o wiȩkszym z tych promieni zawieraÃlaby oba punkty, a tak być nie
może. Możemy teraz zmniejszyć promienie kul rozÃla̧cznych tak by tworzyÃly cia̧g δn

maleja̧cy do zera. W ten sposób uzyskujemy cia̧g parami rozÃla̧cznych kul K(xn, δn)
o promeniach maleja̧cych do zera.
Dla każdego n określamy funkcjȩ cia̧gÃla̧ fn na X o wÃlasnościach: 1. fn(x) ∈ [0, 1],
2. fn(x) = 0 dla x /∈ K(xn, δn) i 3. f(xn) = 1 (jak to zrobić – jest opisane
w rozwa̧zaniu zadania 5). Wreszcie definiujemy f =

∑
n nfn. Oczywíscie f jest

nieograniczona, gdyż dla każdego n, f(xn) = n. Cia̧gÃlość f sprawdzimy osobno
w każdym punkcie. Ustalmy x ∈ X. Najpierw pokażemy, że istnieje otocze-
nie U punktu x przekrawaja̧ce siȩ niepusto tylko ze skończenie wieloma kulami
K(xn, δn). Gdyby tak nie byÃlo, to oznaczaÃloby, że istnieje podcia̧g indeksów nk

i cia̧g punktów yk ∈ K(xnk
, δnk

) zbieżny do x. Ponieważ δnk
maleja̧ do zera, to

widać, że wówczas cia̧g (xnk
) też zbiega do x, a to jest sprzeczne z zaÃlożeniem,

że cia̧g (xn) nie ma podcia̧gów zbieżnych. Zatem istnieje N ∈ N i otoczenie U
punktu x, które przekrawa siȩ niepusto tylko z (nie koniecznie wszystkimi) kulami
o numerach n ≤ N . Wtedy funkcja f na otoczeniu U punktu x jest tożsama ze
skończona̧ suma̧

∑N
n=1 nfn, a to jest funkcja cia̧gÃla, jako skończona suma funkcji

cia̧gÃlych. Zatem f jest cia̧gÃla w punkcie x.

ZADANIE 2. Udowodnij, że przestrzeń zwarta jednorodna jest albo skończona,
albo nieprzeliczalna.

ROZWIA̧ZANIE: ZaÃlóżmy, że X jest jednorodna̧ i zwarta̧ przestrzenia̧ nieskończona̧
i przeliczalna̧. Ponieważ X jest nieskończona, wiȩc zawiera ona cia̧g różnowartościowy
(xn). Ze zwartości, cia̧g (xn) ma podcia̧g zbieżny do jakiegoś x ∈ X. Punkt x nie
jest izolowany (bo wtedy każdy cia̧g zbieżny do x jest od pewnego miejsca staÃly, a
wiȩc nie różnowartościowy) i wtedy zbiór jednoelementowy {x} jest nigdzie gȩsty.
Jednorodność oznacza, że wszystkie punkty przestrzeni maja̧ te same wÃlasności
topologiczne, zatem każdy zbiór jednoelementowy jest nigdzie gȩsty. Z przeliczalności
caÃla przestrzeń wychodzi I kategorii. Jako zwarta jest zupeÃlna, wiȩc mamy sprzeczność
z Twierdzeniem Baire’a.
——————————————————————————————————



ZADANIA ,,ZWYKÃLE”

ZADANIE 1. W przestrzeni metrycznej (X, d) dany jest dowolny zbiór F . Udowod-
nij, że funkcja f : X → R zadana wzorem

f(x) = d(x, F )
(

= inf{d(x, y) : y ∈ F} )

jest cia̧gÃla.

ROZWIA̧ZANIE: Ta funkcja jest nawet Lipschitzowska ze staÃla̧ 1: Niech d(x, y) =
r. Ustalmy dowolny ε > 0. Niech z ∈ F bȩdzie taki, że d(x, z) < d(x, F )+ε. Wtedy
d(y, F ) ≤ d(y, z) < d(y, x) + d(x, z) ≤ r + d(x, F ) + ε. Pokazalísmy, że f(y) <
f(x) + r + ε. Ponieważ ε jest dowolny, dostajemy f(y) ≤ f(x) + r. Symetrycznie
pokażemy f(x) ≤ f(y) + r co razem daje |f(x)− f(y)| ≤ d(x, y).

ZADANIE 2. Udowodnij, że jeśli f : X → Y jest jednostajnie cia̧gÃla i zbiór A ⊂ X
jest caÃlkowicie ograniczony, to f(A) też jest caÃlkowicie ograniczony.

ROZWIA̧ZANIE: Ustalmy ε > 0. Niech δ > 0 bȩdzie taka, że dX(x, x′) < δ =⇒
dY (f(x), f(x′)) < ε. Istnieje ukÃlad skończenie wiele kul o promieniu δ pokrywaja̧cy
A. Ich obrazy oczywíscie pokrywaja̧ f(A). Z doboru δ widać, że obraz kuli o
promieniu δ i środku x jest zawarty w kuli o promieniu ε i środku f(x). Zatem
obrazy naszych kul sa̧ zawarte w kulach epsilonowych w Y . Kul tych jest skończenie
wiele i pokrywaja̧ one f(A).

ZADANIE 3. Funkcja rzeczywista f : X → R określona na przestrzeni metrycznej
nazywa siȩ lokalnie ograniczona jeśli dla każdego punktu x ∈ X istnieje promień
rx i staÃla dodatnia Cx takie, że na kuli K(x, rx) funkcja f jest ograniczona (co
do moduÃlu) przez staÃla̧ Cx. Udowodnij, że na przestrzeni zwartej każda funkcja
lokalnie ograniczona jest ograniczona.

ROZWIA̧ZANIE: Kule K(x, rx) pokrywaja̧ przestrzeń X. Ze zwartości wynika, że
wystarczy skończenie wiele kul, powiedzmy K(x1, rx1), . . . , K(xn, rxn). W każdej z
nich funkcja jest ograniczona ze staÃla̧ dodatnia̧ Cxi . Niech C = max{Cx1 , . . . , Cxn}.
Sprawdzimy, że funkcja jest ograniczona ze staÃla̧ C. Weźmy dowolny punkt x ∈ X.
Istnieje numer i ∈ {1, . . . , n} taki, że x ∈ K(xi, rxi) i wtedy |f(x)| ≤ Cxi ≤ C.

ZADANIE 4. Udowodnij, że jeśli podzbiór przestrzeni zupeÃlnej jest jednocześnie
rezydualny i typu Fσ, to zawiera on zbiór otwarty.

ROZWIA̧ZANIE: Nasz zbiór rezudualny oznaczmy przez A. Wiemy, że A =
⋃

Fn,
gdzie Fn sa̧ domkniȩte. Gdyby A nie zawieraÃl żadnego zbioru otwartego, czyli byÃlby
brzegowy, to każdy ze zbiórów Fn też byÃlby brzegowy, a jako domkniȩty – nigdzie
gȩsty. WyszÃloby, że A jest I kategorii. DopeÃlnienie zbioru rezydualnego A też jest
I kategorii i caÃla przestrzeń byÃlaby suma̧ dwóch zbiorów I kategorii, a wiȩc zbiorem
I kategorii, a to, w przypadku przestrzeni zupeÃlnej, przeczy Twierdzeniu Baire’a.

ZADANIE 5. W przestrzeni metrycznej (X, d) dany jest zbiór otwarty U i punkt
x0 ∈ U . Udowodnij (poprzez podanie wzoru), że istnieje funkcja cia̧gÃla f : X → R
o wÃlasnościach:



1. f(x) ∈ [0, 1] dla wszystkich x ∈ X,
2. f(x) = 0 dla wszystkich x /∈ U ,
3. f(x) = 1 ⇐⇒ x = x0.

UWAGA! Oczywíscie chodziÃlo o JEDNA̧ funkcjȩ maja̧ca̧ te trzy wÃlasności. Gdyby
chodziÃlo o trzy funkcje to po pierwsze napisaÃlbym ISTNIEJA̧ (a jest ISTNIEJE).
Po drugie, co by to byÃlo za zadanie na egzamin, skoro za pierwsze dwie funkcje
można przyja̧ć funkcje tożsamościowo równe zeru, a za trzecia̧ f(x) = 1 + d(x, x0).

ROZWIA̧ZANIE: Niech r oznacza promień kuli wokóÃl x0 w caÃlości zawartej w U .
Wtedy przykÃladem funkcji o ża̧danych wÃlasnościach jest

f(x) = max
{
0, 1− d(x,x0)

r

}
.

Jest ona cia̧gÃla z cia̧gÃlości metryki, cia̧gÃlości funkcji g : R → R zadanej wzorem
g(t) = max{0, 1− t

r} i tego, że zÃlożenie funkcji cia̧gÃlych jest cia̧gÃle.
Warunek 1 jest oczywisty ze wzoru, warunek 2 wynika sta̧d, że f > 0 tylko na kuli
K(x0, r), a warunek 3 wynika z aksjomatu tożsamości: tylko dla x = x0 wyjdzie
f(x) = 1.


